GEOMETRIA DIFERENCIAL - FICHA 2

JOAO PEDRO MARTINS DOS SANTOS

1.

Considere-se a carta (p,U), onde U = {[z:y:z] €P?: 2 # 0} e

@ :U — R? é dada por p([z:y:2]) = (v/2,y/z). Para (z,y) € R tem-se
(<I> o gp_l) (z,y) = M, logo ® o ! é diferencidvel, ou seja, ® é
diferencidavel em U. Analogamente prova-se que ® é diferencidvel em
{[r:y:2]€P?:x#0}eem {[z:y:2] €P?:y+#0}, logo ® é
diferenciavel em P2. A matriz jacobiana de ® o o1 é:

=2y /(1 4 2% + y?)? (1+2% -y /(1 + 2% +y*)?
(1 — 22+ y?)/(1 + 22 + y?)? —22y/(1 + 22 + y?)?
(1 —2?+92) /(1 + 22 +yH)? 21422 —y?)/(1+ 2%+ ¢?)?

E uma matriz proporcional a esta é:
—2zy 1422 —y?

1—a22 492 —2xy ]
ly(1—2* +¢%) 21 +2% —y?)

A aplicacio ® é uma imersio em ¢~ !(z,y) se e s se essa matriz tiver
caracteristica 2, ou seja, ndo é uma imersao se e sé se:

—2xy 1422 —qy? —2xy 1+ 22—y -
1—2?+y* 2y y(1 -2 +y°) z(l+2>—y?)|
1= 22 4 y? —2xy
a ’y(l —2?+y?) a(l+a® -y
& (P +y°)? ~1=y(1+2* —y*) (1 +2° +9°) = 2(1-2" +y*) (1 +27 +y%) = 0
De (22 +9?)2 — 1 =0 vem 22 + y? = 1, ou seja, 1 + 22 + 32 = 2, logo as
outras duas equacoes ficam y(1 + 22 — y?) = (1 — 22 + y?) = 0, ou seja,
y(1+2% - (1—2%) =2(1 — (1 —9°) +y?) =0, ou seja, 222y = 2%z = 0,
logo z =0 ou y = 0, e como 22 + y* = 1, entdo tem-se (z,y) = (£1,0) ou
(z,y) = (0,£1), e estes pontos correspondem aos pontos [£1:0: 1] e
[0:+£1:1]. Analogamente (isto é, trocando os papéis das varidveis z, y e
z) prova-se que os restantes pontos em P2 nos quais ® ndo é uma imersio
sao os pontos [+1:1:0].

Conclui-se que ® é uma imersdo excepto nos seguintes seis pontos:

0:1:1,[0:1:=1],[1:0:1],[1:0:—1],[1:1:0]e[l:-1:0].
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Como (N, ®) é uma subvariedade de M, entdo ® : N — M ¢é uma imersao
injectiva, logo ® : N — M é uma aplicagao continua e injectiva.

Seja C' um subconjunto fechado de N. Como N é compacto, entao C é
compacto. Como ® : N — M é continua e C' é compacto, entdo ®(C) é um
subconjunto compacto de M, e como M é Hausdorff, entdao ®(C') é um
subconjunto fechado de M.

Conclui-se que ® : N — M é uma aplicacao fechada.

Como @ : N — M é uma aplicacdo continua, injectiva e fechada, entao
®: N — ®(N) é simultaneamente uma bijec¢do continua e uma aplicacdo
fechada, logo ® : N — ®(NN) é um homeomorfismo, ou seja, ® : N — M é
um mergulho, logo (N, ®) é uma subvariedade mergulhada.

3.

Suponha-se que existe uma imersiao ® : R — R? tal que

®(R) = {(z, |z|) : € R}. Sejam 7 : R> = R e m : R? — R as projeccoes
na primeira e na segunda coordenadas, respectivamente. Como ®, 71 e mo
sdo aplicagbes diferenciaveis, entdo 11 0P : R >R emo®: R — R sdo
aplicagoes diferencidveis. Seja tg € R tal que ®(ty) = (0,0). Tem-se

(mg 0 @)(t) = |(m1 o ®)(¢)| para t € R, logo:

WQ((I)(to-i-h)) —Fg(q)(to)) Wg(q)(to-i-h))

/ o _ o MRt +h)
(ma 0 ) (tg) = hlg(r]ar - _ hlgng ;
- iy, MOCTR _ yy mi@o sy, miaor)
h—0t+ ( (h )) h?OJ(r )) h h—0t h
. m(P(to+h)) — i (P(to
- hlggl-*- h ’ = |(m1 0 @)'(to)]

Por outro lado:

TFQ((I)(to—i-h)) —Wg(@(to)) 7T2((I>(t0+h))

o) (tg) = 1i = lim 20T
(m20 @) (fo) = lim. h S
g Mm@ 771(<I>(t0+h))‘ ~

h—0— —h h—0~ —h
— _ m 7T1<(I)(t0+h))’:_ lim Wl((I’(to—Fh))’:

h—0~ h h—0~ h

P(t h)) — P(t

i PG ) (@G0 g

h—0— h
Assim, [(m1 0 @) (to)| = —[(m1 0 @)'(t0)|, ou seja, (w1 0 ®)'(ty) = 0, logo

(m2 0 ®)/(10) = 0 € @/(ty) = ((m1 0 @) (t0), (> 0 B (£)) = (0,0), logo ® niio
é uma imersao em ty. Conclui-se que {(z,|z|) : © € R} ndo é a imagem de
uma imersio ® : R — R2.



